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Умови монотонності функції та методику дослідження функції на екстремум 
можна застосувати до доведення нерівностей. 





x x   . Розглянемо 













. При  0 0x f x  , тому 






x x     при 0x  . 





x x x x    . Доведемо, що sin x x  при 0x  . 
Розглянемо функцію  1 sinf x x x  .  1 cos 1 0f x x    при всіх 0x  , крім точок 
 2 1,2,...x k k  . Отже функція  1f x  спадає при 0x  . Оскільки  1 0 0f  , то 











f x x x   і 






f x    ;   2 sinf x x x    ;  2 0f x   при 0x  .  
Тому  2f x  зростає при 0.x   Оскільки  2 0 0f   , то  2 0f x   при 0x  . 
 
Отже, функція  2f x  зростає при 0x  .Враховуючи, що  2 0 0f  , одержимо, що 





x x   . 
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   при 









     При  0 1 0x f x   , а при  1 0x f x    . 
Тому в точці 1x   ця функція має мінімум. Єдиний мінімум при 0x   визначає найменше 




   при 0x  . 
Доведено також нерівності: 
   
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cos 1 , 0 ; sin , 0 ; 1 , 0
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         
 
. 
 ln , 0 .




     
Розглянемо функцію   , 0 1f x x x      . Нехай 0.x      1 1 .f x x     
  0f x   при 0 1;x     0f x   при 1 x   . Отже, в точці 1x   функція  f x  має 
максимум. Оскільки  1 1f   , то при 0x   справджується нерівність 
1x x            ( 1 ) 
Застосовуючи нерівність (1), можна довести низку класичних нерівностей. 




  де ,a b  – довільні додатні числа і позначимо 1    . Отримаємо:  
   , , , , 0, 1a b a b a b                            ( 2 ) 
Нерівність (2) можна узагальнити на випадок будь-якого скінченного числа 
множників:   
1 2
1 2 1 1 2 2... ...
nqq q
n n na a a q a q a q a    ,    ( 3 ) 
 1 2 1 2 1 2, ,..., , , ,..., 0; ... 1n n na a a q q q q q q      













де ip  – довільно додатні числа. Нерівність (3) матиме вигляд:  
 
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     ( 4 ) 
 1 1,..., , ,..., 0n na a p p   









       ( 5 ) 
Тобто доведено, що середнє геометричне додатних чисел не перевищує їхнього 
середнього арифметичного. 
